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B Plan wyktadu (1)

e Zagadnienie poczatkowe
e Obnizenie rzedu rownania

e Metody rozwigzywania zagadnienia
poczatkowego

o Kontrola wielkosc¢ btedu




B Plan wyktadu (2)

e Zagadnienie brzegowe
e Zagadnienie wtasne

e Metoda strzatow
e Metoda kolokacji
« Metoda roznic skonczonych



Zagadnienie poczatkowe

Typowe zagadnienie poczatkowe opisane
jest rownaniem

df
E — g(t:f)) f(to) N fo'

W zagadnieniu poczatkowym moze

wystepowac wiecej zmiennych

df
& =g(eh), f(t)

f

0.



Obnizenie rzedu rownania

Zagadnienie poczatkowe rzedu drugiego
Clos(trf), f(b)=£ fl(t)="

mozna zapisac jako zagadnienie poczatkowe
rzedu pierwszego dla dwoch zmiennych

ar

fi=f, f=f ¢

df, 0
d_];:g(t)fpfz)a fz(to):fz( )

:fzy f1(t0)=f1(0),



Obnizenie rzedu rownania

Zagadnienie poczatkowe rzedu pierwszego
dla dwoch zmiennych

df1 = f f (to) i f1(0)’
df, 0
dft S(6Lof) filts) =1
mozna zapisac w postaci wektorowej
difl.] £ | [A&)]_|F”

dtlf,| [e(6hh)] L)) |9



Obnizenie rzedu rownania

Zagadnienie poczatkowe w postaci
wektorowej

i_ﬁ_:_ f, ) _ﬁ(to)_: f1(0)
dt _fz_ _g(t;f;;fz)_’ _f2 (tO)_ _fz(O)_’
ﬁ:g(t,f), f(to):f(O)‘

dt




Metoda Eulera




Metoda Eulera

rozwigzanie analityczne: N(t) = NO exp((-t) / tau) u ____U



https://www.geogebra.org/classic/sb2fjudh
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Metody Rungego-Kutty rzedu
drugiego

k= he(6.£ ()
k, = hg(t +vyh, f(t)+vyk,)

f(t+h) = f(t)+0¢1k1 +a,k,




B Metody Rungego-Kutty

f(t+h)%f(t)+051k1+azk2+'°'+ak

n n

k, = hg(t,f(t))
k, = hg(t i V21h’f(t) " V21k1)
K, = hg(t i V31h + V32h;f(t) i V31k1 N v32k2)

3

i=1

K, = hg(t + hni"nvf(t) i niv”iki]
i—1
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Metoda Rungego-Kutty rzedu
czwartego

)
) z

0 %
kJ 0 0 1
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k, = hg(t+—h,f(t)+zk2j
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Metoda Rungego-Kutty rzedu
czwartego

f(t+h)+Ch’
f(t+h)+2C(%)5

ozf(t+h)—f(t+h)+%c1f

f(t+h)
f(t+h)

h® =2 [ F(e+h)-F(e+h)] = F(e+h)-F(e+h)




=3 Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga

Liczba obliczonych wartosci funkcji m---nm-n

Maksymalny rzad metody

f(t+h):=f(t)+
f(t+h)=f(t)+

6
Zai i
121
> Bk,
i1
% o= hg[t + hivij,f(t) + ivijkj)
i i1




Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga

0 0 1
4
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12825 | 4275 32 32
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=3 Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga

A 6

e=f(t+h)- (t+h) > (- Bk,
i=1

e| <6

e ~ Ch’

e| <5 /128




=3 Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
ode23 Bogacki-Shampine
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Zagadnienie brzegowe
W zagadnieniu poczatkowym rzedu drugiego

znamy wartosci funkcji i jej pochodnej w
punkcie poczatkowym

=3(6A.f7), flt)=F", f(t)=r""

Innym typem problemow sg zagadnienia
brzegowe, przyktadowo

d‘u

T Flouu), ulx)=u, u(x)=u".



Zagadnienie brzegowe

W zagadnieniu brzegowym
d’u .
o7 f(x,u,u’)

u"=f(x,u,u’)

mozemy dobrac tak uktad wspotrzednych,
aby




Zagadnienie brzegowe

W zagadnieniu brzegowym
u"=f(x,u,u’)

mozemy znac rozne zestawy warunkow
brzegowych

u(0)=u", u(1)=u"; u(0)=u", u'(1) =v";



Zagadnienie wtasne

W niektorych przypadkach w problemie
pojawia sie jeszcze parametr - wartosc
wtasha

u"=f(x,u,u’,1).




Zagadnienie wtasne
u"=f(x,u,u',k)
Przyktad: drgania podtuzne sprezystego preta.
u"=—k*u
e pret obustronnie umocowany
u(0)=0 u(1)=0

e pret umocowany jednostronnie
u(0)=0 u'(1)=0



Zagadnienie wtasne

Rozwigzania analityczne dla preta
obustronnie umocowanego

u, (x) =2sin(k x)

k% = (mz)2

n




) Metoda strzatow

Zagadnienie brzegowe
u"=f(x,u,u’)

Stosujac podstawienia VY, =u y, =u
otrzymujemy

ay, _

dx ¥

dy

dXz :f(X;ywyz)'
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Metoda strzatow

Zagadnienie brzegowe

Wprowadzmy dodatkowy parametr ¢ i zatozmy, ze
u'(0)=6.

Dla ustalonego o jestesmy w stanie rozwigzac
zagadnienie poczatkowe znanymi metodami.

Rozwigzanie rownania rozniczkowego daje nam
wartosc funkcji na drugim brzegu przedziatu
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Metoda strzatow
Zagadnienie brzegowe

Miejsca zerowego funkcji
F(5)=u,(1)-u"

poszukiwa¢ mozemy np. metodami:
e bisekcji,
e siecznych.
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Metoda strzatow
Zagadnienie wtasne

F(k)=u,(1)-u"

Metode strzatow mozna takze wykorzystac do
rozwigzania zagadnienia wtasnego.

W tym przypadku dopasowujemy wartosc wtasng
zagadnienia.
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Metoda strzatow
Zagadnienie wtasne

u (1) = 0.046864
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0.2r
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Metoda strzatow
Zagadnienie wtasne

u, (1) = -0.18892

0.4r
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Zagadnienie brzegowe
Funkcje Matlaba

Do rozwiazywania zagadnienia brzegowego

w srodowisku Matlab mozna wykorzystac funkcje
bvp4c (), bvp5c (), ktore wykorzystuja metode
kolokacji.

https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/bvp4c.html

https://www.mathworks.com/help/matlab/math/solve-
bvp-with-unknown-parameter.html



https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/bvp4c.html
https://www.mathworks.com/help/matlab/math/solve-bvp-with-unknown-parameter.html
https://www.mathworks.com/help/matlab/math/solve-bvp-with-unknown-parameter.html
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Zagadnienie brzegowe
Metoda roznic skonczonych

u" =—-k‘u
X,=0a, X, ,=b, x, =a+is, s=
u, = u(x;)
Ui — zui + U, o —kzu
s? i

b-a

n+1’



e Zagadnienie poczatkowe
e Obnizenie rzedu rownania

e Kontrola wielkosc¢ btedu




B Podsumowanie (2.1)

e Zagadnienie brzegowe

u"=f(x,u,u’)

u(0)=u", u(1)=u" itp.

e Zagadnienie wtasne
u"=f(x,uu’,1)




Podsumowanie (2.2)

u, (1) =-0.18892

e Metoda strzatow

 bvp4c () sol = bvp4c(odefun,bcfun,solinit)

Uiy — Zui T U — kU
2 i

7 . . Vs BU — ZU.
e Metoda roznic skonczonych
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