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• Różniczkowanie numeryczne

– Pierwsza pochodna

– Dokładność przybliżenia

– Druga pochodna

– Zastosowanie interpolacji wielomianowej

• Całkowanie numeryczne

– Zastosowanie interpolacji wielomianowej

– Wzór Newtona-Cotesa

– Wzór trapezów

– Wzór Simpsona

Plan wykładu (1)

Na podstawie:

• D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna



• Zagadnienie początkowe

• Metoda Eulera

• Metody Rungego-Kutty

– metoda Heuna

– metoda punktu pośredniego

– metoda rzędu czwartego

• Kontrola wielkość błędu

Plan wykładu (2)

Na podstawie:

• D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna



• Wzór Taylora

• Pierwsza pochodna

Różniczkowanie numeryczne
Pierwsza pochodna
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• Stosując wzór

• Chcemy obliczyć przybliżoną wartość pochodnej 

funkcji cos(x) w punkcie x = p/4 dla h = 0,01

i oszacować błąd przybliżenia

Różniczkowanie numeryczne
Pierwsza pochodna - przykład
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• Błąd wyznaczonej wartości

Różniczkowanie numeryczne
Pierwsza pochodna - przykład
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Różniczkowanie numeryczne
Pierwsza pochodna - przykład
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• Zmniejszanie h powinno prowadzić do 

zwiększenia dokładności przybliżenia pochodnej

Różniczkowanie numeryczne
Zmniejszanie kroku
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Różniczkowanie numeryczne
Zmniejszanie kroku
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Różniczkowanie numeryczne
Pierwsza pochodna – dokładność kwadratowa
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Różniczkowanie numeryczne
Druga pochodna – dokładność kwadratowa
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Różniczkowanie numeryczne
Zastosowanie interpolacji wielomianowej
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• Gdy x jest jednym z węzłów (x = xm)

Różniczkowanie numeryczne
Zastosowanie interpolacji wielomianowej
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• dla n = 2 oraz m = 1

Różniczkowanie numeryczne
Zastosowanie interpolacji wielomianowej - przykład

( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

− −− − − −
= = =

− − − − − −

− − − −− −
= = =

− − − − − −

0 01 2 2 1
0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

0 2 0 11 2
0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

, , ,

2 22
' , ' , ' .

x x x xx x x x x x x x
l x l x l x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x xx x x
l x l x l x

x x x x x x x x x x x x

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

− −−
= + +

− − − −

−
+ + − −

− −

1 0 21 2
1 0 1

0 1 0 2 1 0 1 2

1 0
2 1 0 1 2

2 0 2 1

2
'

1
'''

6

x x xx x
f x f x f x

x x x x x x x x

x x
f x f x x x x

x x x x



Jeżeli węzły są równoodległe, to powyższy wzór 

nazywamy wzorem Newtona-Cotesa

Całkowanie numeryczne
Zastosowanie interpolacji wielomianowej
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Całkowanie z wykorzystaniem interpolacji 

wielomianowej dla przypadku n = 1 sprowadza się 

do wzoru trapezów (x0 = a, x1 = b)

Całkowanie numeryczne
Wzór trapezów
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Całkowanie numeryczne
Wzór trapezów
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Całkowanie numeryczne
Złożony wzór trapezów
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Całkowanie numeryczne
Złożony wzór trapezów
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Całkowanie numeryczne
Wzór Simpsona
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Całkowanie numeryczne
Złożony wzór Simpsona
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Typowe zagadnienie początkowe opisane 

jest równaniem

W zagadnieniu początkowym może 

występować więcej zmiennych

Zagadnienie początkowe
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Metoda Eulera
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Metoda Eulera
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https://www.geogebra.org/classic/sb2fjudh

https://www.geogebra.org/classic/sb2fjudh


Metoda Heuna
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https://www.geogebra.org/classic/spkxdnwf

https://www.geogebra.org/classic/spkxdnwf


Metoda Heuna
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Metoda punktu pośredniego

U UdN N

dt 
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https://www.geogebra.org/classic/ykq4ynag

https://www.geogebra.org/classic/ykq4ynag


Metoda punktu pośredniego
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Metody Rungego-Kutty rzędu 

drugiego
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Metody Rungego-Kutty rzędu 

drugiego
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Metody Rungego-Kutty rzędu 

drugiego
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Metody Rungego-Kutty rzędu 

drugiego
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Metody Rungego-Kutty rzędu 

drugiego

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

 

 

+ = + + +

  
+ + + 

  

1 2

2 3

2 21

,

           

t

f t h f t hg t f t

g g
h g O h

t f

( ) ( ) ( )( ) ( )
  

+ = + + + + 
  

2
3,

2
t

h g g df
f t h f t hg t f t O h

t f dt

 

 

+ =



=


1 2

2 21

1

1

2







=


=
 =

1
1 2

1
2 2

21
1







=


=
 =

1

2

1
21 2

0

1



Metody Rungego-Kutty rzędu 

drugiego
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Metody Rungego-Kutty
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Metoda Rungego-Kutty rzędu 

czwartego
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Metoda Rungego-Kutty rzędu 

czwartego
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Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga

Liczba obliczonych wartości funkcji 1 2 3 4 5 6 7 8

Maksymalny rząd metody 1 2 3 4 4 5 6 6
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Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga
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Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga
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Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
ode23 Bogacki-Shampine
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• Różniczkowanie numeryczne

– Pierwsza pochodna

– Dokładność przybliżenia

– Druga pochodna

– Zastosowanie interpolacji wielomianowej

• Całkowanie numeryczne

– Zastosowanie interpolacji wielomianowej

– Wzór Newtona-Cotesa

– Wzór trapezów

– Wzór Simpsona

Podsumowanie (1)



• Zagadnienie początkowe

• Metoda Eulera

• Metody Rungego-Kutty

Podsumowanie (2.1)
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• Metody Rungego-Kutty

• Kontrola wielkość błędu

Podsumowanie (2.2)
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