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B Plan wyktadu (1)

« Uktady rownan liniowych

« Uktady rownan do tatwe rozwigzania
o Wyznaczanie rozktadow LU

e Eliminacja Gaussa

Na podstawie:
e D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna




Plan wyktadu (2)

o Normy wektorow i macierzy

« Metody iteracyjne rozwiazywania uktadow
rownan liniowych
- Metoda Richardsona
- Metoda Jacobiego

Na podstawie:
e D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna




Uktad rownan liniowych
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Mnozenie macierzy

e macierz A (rozmiaru n x p)
e macierz B (rozmiaru p x m)
e wynik mnozenia AB (macierz rozmiaru n x m)




Rownowaznosc¢ uktadow
rownan
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Niech beda dwa uktady n rownan z n niewiadomymi:
Ax =b, Bx =d.

Takie uktady rownan sa rownowazne, jesli maja identyczne
rozwigazania.

Chcac rozwigzac uktad rownan mozemy przeksztatci¢ go do
rownowaznego prostszego uktadu.




Operacje elementarne

1. Przestawianie rownan (E; <> E))

2. Mnozenie rownania stronami przez pewng liczbe
rozng od zera (AE; <> E;)

3. Dodawanie stronami do rownania wielokrotnosci
innego rownania (E; + AE; <> E;)




Operacje elementarne

Przestawianie rownan
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Operacje elementarne
Mnozenie rownania przez skalar
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Operacje elementarne
Dodawanie rownania z mnoznikiem

1 O O a11 a12 a13 a11 a12

0 1 0ja, a, a;|= ay, ax
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OdwrotnosS¢ macierzy

AX
A'Ax=ATb
x=A"p

I
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Uktady tatwe do rozwigzania

Zatozmy, ze macierz jest przekatniowa

a, o - 0 X b1 _b1/a11_
0 a, - : ||X N b, L b,/a,,
R (0T : :

0 - 0 a,llx] (b, b,/a,,

Jesli dla pewnego i jest a; = 0 oraz b, = 0, to x,
moze byc dowolne, natomiast jesli a;; = 0 oraz b, =
0 to uktad jest sprzeczny.




Uktady tatwe do rozwigzania

Zatozmy, ze macierz jest trojkatna dolna. Ponadto
zatozmy, ze a; = 0 dla wszystkich i.

a, 0 - 0]fx] [b
a, a, : P X | | by
_an1 an,n—1 ann_ _Xn_ _bn_

odstawianie w przod
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X3 < (b3 — 03X, — a31x1)/a33




Uktady tatwe do rozwigzania

Zatozmy, ze macierz jest trojkatna gorna oraz
a.. = 0 dla wszystkich 1.

a, da, -- da, X, b1
0 a, - : |lx 1 b,
. | | a,_in

0 0 a, || x| |b,]

podstawianie wstecz

n
x, < b,/a, X, < [b,. ik Z a,.jxjj/a,.,.
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X1 < (bn—1 =4, X, )/an—1,n—1



- Uktady tatwe do rozwigzania

W podobny sposob mozna rozwiazywac uktady
rownan, ktorych macierz powstaje z macierzy
trojkatnej przez przestawienie wierszy.

a, da, 0 X b1
ay Gy Gy X, |=|b,

| d;; 0 0 L X5 ] _b3_ :

@, 0 07[x] [b, permutacja (3,1,2)
a;, G, 0 | x,|=|b

Gy Gy Gy || X3 _b2_




Rozktad LU

Zatozmy, ze macierz A mozna wyrazic jako iloczyn
macierzy trojkatnej dolnej L i gornej U

A=LU.

Wtedy rozwiagzywanie uktadu rownan Ax = b
mozna wykonac w dwoch etapach, bo L(Ux) = b.

e Lz = b rozwigzujemy wzgledem z,

e Ux = z rozwigzujemy wzgledem x.

Nie kazda macierz ma rozktad LU.




A=LU
a,, d, a, l11 0 0 ||uy uy U,
a1 Oy i 121 lzz : 0 wu, :
. a;_in 5 0 5 Uy
| d; A, nr oy | _lm ln,n—1 lnn_ B 0 0 u,

Jezeli rozktad LU istnieje, to nie jest okreslony
jednoznacznie.




B Rozktad LU - algorytm

[0 - 0 PammEms
L = lz1 lzz U= 3 u22
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B Rozktad LU - algorytm

Zatozmy, ze znamy k-1 wierszy macierzy U
oraz k-1 kolumn macierzy L.
min(i, j)

Dla i=j=k mamy RS Lu,,

s=1
k—
Z ks sk lkk ukk )
s=1

po ustaleniu jednego z elementow [, lub u,,
obliczamy drugi.




B Rozktad LU - algorytm

Znajac (,, oraz u,, obliczamy pozostate elementy
k-tego wiersza macierzy U oraz k-tej kolumny
macierzy L.

k—
a, :Z SSJZstUSJ” u;| (k<j<n+1)
k—

=
a, = > lu, = l,susk + Eukk (k<i<n+1)




Rozktad LU

e rozktad Doolittle’a

e rozktad Crouta
u;=1dlat1<isn

e rozktad Cholesky’ego (dla macierzy rzeczywistej,
symetrycznej, i dodatniookreslonej)

U=LT,czyi A=LLT
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Eliminacja Gaussa
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Eliminacja Gaussa
Znaczenie elementow gtownych

ERiM i
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Eliminacja Gaussa
Znaczenie elementow gtownych

e 1] x, |1
1 1) x| |2
1 1%, [2]
e 1% | |1
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Eliminacja Gaussa
Wybor elementow gtownych

Ax=Db PAx = Pb
PA = LU
Lz =Pb Ux =z

e P - macierz permutacji (P powstaje z | poprzez
przestawianie wierszy)

(P)ij N 5p,-j
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Normy wektorow i macierzy
Normy wektorow

W przestrzeni wektorowej V norma jest funkcja

| | okreslona na V, o wartosciach rzeczywistych
nieujemnych, ktora ma trzy wtasnosci:

x| >0
x| =4
X+y| <

C
C

Hy] e

axz0, xeV,
adleR, xeV,

a x,yeV.
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Normy wektorow i macierzy
Normy wektorow

» norma euklidesowa (norma )  |x|, = /Zn:x,.z,
i=1

x.‘

il?

e norma [ |x|| =max

1<i<n

n
e norma [, x|, = Z\x,\
-
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Normy wektorow i macierzy
Normy wektorow

Xl <1 .,
{x:XERZ,xH£1} S | S -
.- (-1
N
HXHZ = 1 2.(0,1) HXH1 < 1 0, 1)
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Normy wektorow i macierzy
Normy macierzy

« Dla ustalonej normy | | wektora indukowana
przez nig norma macierzy kwadratowej A stopnia
n jest okreslona wzorem:

|4 = sup{|Au| : u e R}

Jul=1
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Metody iteracyjne

Przyktad

x® = & ylen 3
7 7
_8 ke _4
9 9
metoda Jacobiego

0

/X, =6x,+3
9x, =38x, -4

x® = 6 x4 4 3

7

x = Sy _4
9 9

metoda Gaussa-Seidela



10
20
30
40
50

0,00000
0,14865
0,18682
0,19662
0,19913
0,19978

metoda Jacobiego

EEECTENCON O

0,00000

-0,19820
-0,24909
-0,26215
-0,26551
-0,26637

L Metody iteracyjne
Przyktad

metoda Gaussa-Seidela

10
20
30
40
50

0,00000
0,21978
0,20130
0,20009
0,20001
0,20000

0,00000

-0,24909
-0,26551
-0,26659
-0,26666
-0,26667
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Metody iteracyjne

Ogolna metoda iteracyjna

« Uktad rownan Ax = b mozna wyrazic w
rownowaznej postaci

Qx=(Q-A)x+b

e Sugeruje to proces iteracyjny

Q" =(Q-A)x"Y +b

« W procesie generowany jest ciag {X(k)}
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Metody iteracyjne

Ogolna metoda iteracyjna

« Zaktadajac nieosobliwosc Q

x) = (I — Q‘1A)x(k_1) +Q'b
e Rozwigzanie doktadne spetnia rownanie
X = (I . Q‘1A)x +Q'b

e Po odjeciu stronami
x® _x = (I = Q‘1A)(x(k_1) = x)
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Metody iteracyjne

Ogolna metoda iteracyjna

e Dla dowolnej normy wektorowej i indukowanej
Nig normy macierzowej

x%) _ x‘ < HI — Q‘1AH

21

x) _ x‘ < HI = Q‘1AHk

-

e Jedli JI-Q'4|<1 to lim x(">—xH:o,

k—
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Metody iteracyjne

Metoda Richardsona

« W metodzie Richardsona Q =/, co daje

x® = (I- A)X(k_1) +b

X(k) — X(k_1) + r(k_1)

FE) g Ak
« Metoda jest zbiezna dla macierzy, dla ktorych

II— Al <1




L Metody iteracyjne

Metoda Jacobiego

« W metodzie Jacobiego Q jest macierza
przekatniowa taka, ze g;; = a;.

e Metoda jest zbiezna dla macierzy dominujacych
przekatniowo
a| > Z ‘au‘

] ]il




« Uktady rownan liniowych

« Uktady rownan do tatwe rozwigzania
e Wyznaczanie rozktadow LU

e Eliminacja Gaussa




Podsumowanie (2)

« Normy wektorow i macierzy
- normy wektorowe [, (5, [,
- normy macierzy indukowane normami wektorowymi

e Metody iteracyjne rozwiazywania uktadow
rownan liniowych
- metoda Richardsona (Q = /)

- metoda Jacobiego (Q - macierz zawierajaca przekatng
macierzy A)
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