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Wroctawska

Algebraiczne zagadnienie
wiasne

e Niech A bedzie macierza kwadratowg
stopnia n, o elementach zespolonych,
a A liczbg zespolona.

e Jesli rownanie A JR
jest spetnione przez pewien wektor x o n
sktadowych zespolonych nie wszystkich
rownych 0, to A jest wartoscig wtasna,
a X wektorem wtasnym macierzy A.
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Algebraiczne zagadnienie
wiasne

e macierz A - Al przeksztatca pewien wektor
niezerowy na 0
e macierz A - A/ jest osobliwa

e det(A-A)=0
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Algebraiczne zagadnienie
wiashe

e rownanie charakterystyczne
det(A-4/) =0

e wielomian charakterystyczny




Podobienstwo macierzy

« Macierze A i B sg podobne jesli istnieje
taka macierz nieosobliwa P, ze B = PAP-’
(oraz QBQ' = A, gdzie Q = P")

e Macierze podobne majg te same zbiory
wartosci wtasnych



Metoda potegowa
e Tylko jedna wartosc wtasna ma najwigkszy
modut

o Istnieje uktad n wektorow wtasnych
liniowo niezaleznych
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Metoda potegowa

e Niech x(©) bedzie dowolng kombinacjg
liniowa tych wektorow wtasnych z
niezerowym wspotczynnikiem przy u(!




Metoda potegowa
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Metoda potegowa

e Niech ¢ bedzie dowolnym funkcjonatem
liniowym okreslonym na C" i takim, ze
p(uth) = 0

(0 /11"(u(1) ol g(k))




Odwrotna metoda potegowa

o Jesli A jest wartoscig wtasng macierzy
nieosobliwej A, to A -1 jest wartoscig
wtasng macierzy A’

A=A 12|42 2|4, 4] >4, >0
A A 2L 22 |4 2|4 > 0
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Metoda potegowa z macierza
przesunieta

A— ul

O<quq<gomzquq>gdbj¢k

e stosujac odwrotng metode potegowaq
mozna znalezc (4, — u)*




Faktoryzacja Schura

e macierze A i B sa podobne jesli istnieje
taka macierz nieosobliwa P, ze B = PAP-’
(oraz QBQ ' = A, gdzie Q = P)

 niech B bedzie trojkatna
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3 Faktoryzacja Schura
Pojecia

e AH - macierz sprzezona z A

(AH ),, =(4),

o U - nazywamy unitarng jesli UUH = |
e A i B sa unitarnie podobne jesli B = UAU"




L] Faktoryzacja Schura

Lemat |

e macierz | - vw jest unitarna wtedy i tylko
wtedy, gdy |v[[=2 lubv=0

e niech UZ(/—VVH)

uu” :(I—va)(I—va)H :(I—va)(l—va):

=[=2w" +w'w"” =1-2w" +v(v”v)v” —

=] —2wy" +(v”v)vv” :I—[Z—vHv]va =/—|:2—HVH2:|VVH



L] Faktoryzacja Schura

Lemat I

« jesli wektory x iy sa takie, ze x| =|y|,
i xfy jest rzeczywiste, to istnieje macierz
unitarna U = | - v, dla ktorej Ux =y

e jeslix=y,toU=1lorazv=0
e jesli x =y, to przyjmujemy v = a(x - v), gdzie

a=p 2 wtedy [ =2

sprawdzamy, czy Ux =y
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3 Faktoryzacja Schura
Lemat Il (2)

Ux—y:(I—va)x—y:x—vax—y:x—y—vax:
:(x—y)—az(x—y)(xH —yH)x=(x—y)[1—a2(x”x—y”x)]

1—a2(XHX—yHX)zl—%az(2x”x—2y”x):

:1—1a2(XHX+XHX—yHX—yHX):1—1052(XHX+ y/-/y —yHX—XHyj=
: 2 [l =l y''xeR

1 1
zl—Eaz(xH(x—y)+y”(y—x)):1—5a2(x”’—yH)(x—y):

~1-—a? |y} =0
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Faktoryzacja Schura
Twierdzenie

e Kazda macierz kwadratowa jest unitarnie
podobna do macierzy trojkatnej gornej

o Dowod indukcyjny wzgledem stopnia macierzy n
- dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe
- zatozmy, ze jest prawdziwe dla macierzy stopnia n - 1
i rozwazmy macierz A stopnia n, niech A bedzie jej
wartoscig wtasna, a x = (X4, Xy, ..., X,,) odpowiednim
wektorem wtasnym



L] Faktoryzacja Schura

Dowod

« zatozmy, ze jest prawdziwe dla macierzy stopnia
n - 11 rozwazmy macierz A stopnia n

« niech A bedzie jej wartoscig wtasna,
ax=(xXq, Xy, ..., X,) 0dpowiednim wektorem
wtasnym (mozna zatozy¢, ze |x|, =1)

e zdefiniujmy g =sgnx, dla x, #0oraz f=1w p. p.

« wprowadzmy tez wektor jednostkowy
e =(1,0,..,0)

e istnieje macierz unitarna U taka, ze Ux = g e




55 .
L] Faktoryzacja Schura

Dowod (2)

e istnieje macierz unitarna U taka, ze Ux = g e!!)
e stad - 'x = Ute)
e oraz UAUNe) = UA Bix = B1UAx = f1AUX =
= B1iB e = fe)
o zatem pierwszg kolumng UAU" jest Ae®)




L] Faktoryzacja Schura

Dowéd (3)

o pierwsza kolumng UAUM jest A el

e niech A bedzie macierza powstata z UAU" przez
skreslenie pierwszego wiersza i kolumny

o istnieje macierz unitarna Q taka, ze QAQ" jest
trojkatna gorna o

e wprowadzmy macierz Vv = A U

e V jest unitarna jako iloczyn macierzy unitarnych




L] Faktoryzacja Schura

Dowod (4)

o V= ol U sprowadza A do trojkatnej gornej
, |1 o] J1 0] [1 0][2 wi|f[1 O
VAV" = UAU MES i i
0 Q 0 Q' | [0 Q|0 A0 Q
A w1 o] [ '
VAV W~ |- A W~Q
0 QA|[0 Q"] |0 QAQ"




L] Faktoryzacja Schura

Whniosek

e kazda macierz hermitowska jest unitarnie
podobna do macierzy przekatniowej

e niech U : UAUM jest trojkatna gorna

o wtedy (UAUM)H jest trojkatna dolna

e ale (UAUMH = (UMHAHUH = UAUA

o czyli UAUM jest trojkatna gorna i jednoczesnie
jest trojkatna dolna - jest przekatniowa
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Faktoryzacja Schura
Zastosowanie

e jesli znamy wartosc wtasng A macierzy A stopnia
n to mozemy utworzyc¢ macierz A stopnia n - 1,
ktorej wartosciami wtasnymi sg pozostate
wartosci wtasne A
1. znalezc¢ x odpowiadajacy 4
2. zdefiniowac g j.w.

J2
s

a= : v:a(x—ﬂe(l)), U=Il-w"

3. znalezc

2

4. obliczy¢c UAUM skreslic pierwszy wiersz i kolumne




Twierdzenie Gerszgorina

 Widmo dowolnej macierzy A stopnia n zawiera
sie w sumie nastepujacych kot na ptaszczyznie
zespolonej:

-
n

D.:<zeC:‘z—aﬁ‘£ Z ‘a.. » dlal<i<n

Iy

L J=1,j#i
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Twierdzenie Gerszgorina
Dowod

e niech A bedzie wartoscig wtasnag macierzy A i x
bedzie odpowiadajacym jej wektorem wtasnym
takim, ze ||x|| =1

» dla pewnego i |x,|=1

e poniewaz Ax = Ax, zatem (Ax); = Ax; oraz
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Twierdzenie Gerszgorina
Dowod (2)

(A—a;)x = Zn: 0, X,

J=1,j#i

e Z nierownosci trojkata oraz ‘X,-‘ < 1=\X,-\

n n
A—a,|< Z ‘GUHXJ‘S Z ‘a,.j‘

J=1,j#i Jj=1,j#i
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Twierdzenie Gerszgorina
Przyktad
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