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Plan wyktadu (1)

o Rozniczkowanie numeryczne

Pierwsza pochodna

Doktadnosc przyblizenia

Druga pochodna

Zastosowanie interpolacji wielomianowej

e Catkowanie numeryczne
- Lastosowanie interpolacji wielomianowe]
- Wzor Newtona-Cotesa
- Wzor trapezow
- Wzor Simpsona

Na podstawie:
e D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna




B Plan wyktadu (2)

e Zagadnienie poczatkowe
e Metoda Eulera
e Metody Rungego-Kutty

- metoda Heuna

- metoda punktu posredniego
- metoda rzedu czwartego

o Kontrola wielkosc btedu

Na podstawie:
e D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna




Politechnika
Wroctawska

Rozniczkowanie numeryczne
Pierwsza pochodna

o Wzor Taylora

f(x+h) = F(x)+ hf'(x)+ 2 hF " (¢)

e Pierwsza pochodna

F1(x)= 2 [F(x+h)= ()]~ hf (&)




Politechnika
Wroctawska

Rozniczkowanie numeryczne
Pierwsza pochodna - przyktad

o Stosujac wzor

F1(x)= 3 [£(x+h) = F(x)]-2hf"(2)

« Chcemy obliczyc przyblizong wartosc pochodnej
funkcji cos(x) w punkcie x = /4 dla h = 0,01
i oszacowac btad przyblizenia

COS z+O,O1 _cos| =
f il 4 iy
0,01
~ 0,700 000 476 —0,707 106 781
T 0,01

=-0,710 630 501




Politechnika
Wroctawska

1
—h
|2 d

Rozniczkowanie numeryczne
Pierwsza pochodna - przyktad

« Btad wyznaczonej wartosci

(§)| = 0,005|cos &| < 0,005

te|lZ 210,01
4’4
cos & < 0,707 106 781

— 0,005|cos £ < 0,003 535 534



Politechnika
Wroctawska

|%hf"(§)

[z

—sin(gj — _0,707 106 781

Rozniczkowanie numeryczne
Pierwsza pochodna - przyktad

< 0,003 535 534

T

j ~—0,710 630 501

=-0,003 523 719



Politechnika
Wroctawska

Rozniczkowanie numeryczne
Zmniejszanie kroku

F1(x)= 2 [F(x+h)= £ (x)] - hf (&)
F1(x)= 2 [£ (x+h) = £(x)]+ O(h)

« Zmniejszanie h powinno prowadzic do
zwiekszenia doktadnosci przyblizenia pochodnej



U Rozniczkowanie numeryczne

Zmniejszanie kroku

1,41421356237310e0

f=arctg(x) dla x=+2 9,55316618124509e-1
1

“h
—
x
N
I
N
=
—_
N
N —
I
N
—
I
—

x+1§

- f(x+h)-f(x) (f(x+h)-f(x))/h

1,08938363393987e0  1,34067015815356e-01 2,68134031630713e-1

22 1,02972677195646e0  7,441015383194/8e-02 2,97640615327791e-1
23 9,94644389826101e-1 3,93277717015921e-02 3,14622173612737e-1
24 9,75550948454817e-1 2,02343303303073e-02 3,23749285284917¢e-1

2-10 9,55641989159854e-1 3,25371035345134e-04 3,33179940193418e-1
22 9,55316628058617¢e-1 9,93410731453537e-09 3,33333328366280e-1
2-40 9,55316618124812e-1 3,03201908025130e-13 3,33374023437500e-1
2-48 9,55316618124511e-1 1,22124532708767e-15 3,43750000000000e-1
249 9,55316618124510e-1 0,00000000000000e0 0,00000000000000€0




Politechnika
Wroctawska

Rézniczkowanie numeryczne

Pierwsza pochodna - doktadnos¢ kwadratowa

f(x+h) = £ (x) +hF"(x) + 2 hf"(x)+ ThF ™ (£.)

3!
fx=h) = £ (x) = bf (x) 4 3 HF"(x) = o B°F (6 )

f(x+h)—f(x-h)= O+2hf'(x)+0+%h3 fr(E)+fr()]

7= EE R S ) (e -

f(x+h)2_hf(x_h) _%hzf(gg)
f(x+h)-f(x-h)
2h

f(x)-

+O(h2)




Politechnika
Wroctawska

Rézniczkowanie numeryczne

Druga pochodna - doktadnos¢ kwadratowa

fx+h) = £(x)+ 0 (x) + 0" (x) + o F () + b (&)

F(x = h) = £(x) = " (x) £ 3 () = F(x) + o hF ) (<)

F(x +h)—2f(x)+ f(x—h) = hzf"(x)+%h4f('v)(§)

F(x) - f(x+h)—2fh(2x)+f(x—h) +O(h2)




Politechnika
Wroctawska

Rézniczkowanie numeryczne

Zastosowanie interpolacji wielomianowej

F(x)= 21 (x)4(x) + ) fo0 (&) w(x)
p(x) :
1,(x):ﬂﬂ;‘_’;fj w(x) = (x - x,)




Politechnika
Wroctawska

Rézniczkowanie numeryczne

Zastosowanie interpolacji wielomianowej

e Gdy x jest jednym z weztow (x = x.,)

W'(X):jzn(;|:i1(i|;;j(x_)(i):| W(X):g(x_xi)
W'(Xm) : i=:(|)?r:";|;m(xm 1 Xi)
1) =0 00)+ ot £ (6) () 7 2)
. 1




L)

=1 Rozniczkowanie numeryczne

Zastosowanie interpolacji wielomianowej - przyktad

edlan=2o0razm-=1

X=X, X=X, X=X, X—X, _ X=X, XX
lO(X) Xo =Xy Xp = Xz 11(X)_X1_Xox1_xz, lZ(X) Xz_xoxz_x1,

2X — X, — X,

+f(x,)




L)

=4 Catkowanie numeryczne

Zastosowanie interpolacji wielomianowej

jf dx jp dx
jf(x)dx{z»(x)dx (35704 0= 357 (x) [ 1 ()
b n l,-(x)ZJ_Onjii ;( _);J.
[£(x)dx =~ Y Af(x) B J
’ i A = jl,.(x)dx

Jezeli wezty sg rownoodlegte, to powyzszy wzor
nazywamy wzorem Newtona-Cotesa




Politechnika
Wroctawska

Catkowanie numeryczne

Wzor trapezow

Catkowanie z wykorzystaniem interpolacji

wielomianowej dla przypadku n = 1 sprowadza sie
do wzoru trapezow (x, = a, X, = b)

_X-Xx, Xx-b _X—X, _X-a
IO(X)_xo—x1 a-b L(x) Xt x. b—a

Ao(x):zz:gdx:%(b—a) A1(x):ix_adx:%(b—a)



Politechnika
Wroctawska

Catkowanie numeryczne

Wzor trapezow




Politechnika
Wroctawska

Catkowanie numeryczne

Ztozony wzor trapezow

f(Xo) f(X4) f
f(X4) (X5)

27X | ST B Tk




Politechnika
Wroctawska

Catkowanie numeryczne

Ztozony wzor trapezow




Politechnika
Wroctawska

Catkowanie numeryczne

Wzor Simpsona

b

_([f(x)dx

f(b)

f(x)
(@) f((a+b)/2)

Py (X)

-2 (b-a)

| (a-:b)/2 |

{f(a)+4f(“;bj+f(b)}



Politechnika
Wroctawska

Catkowanie numeryczne

Ztozony wzor Simpsona

J'f(x)dxz%(b—a){f(a)+4f(a+bj f(b)} Xp=a+ih
1 (b-a)
2n
[rO0ax=3 T fx)ax~
N %hnz_:[f(le)+4f(x21+1)+f(xz"+2)] 7
= %h{f(xo)+4nZ:f(X2,-+1)+2nZ:f(X2i+2)+f(XZn)



Zagadnienie poczatkowe

Typowe zagadnienie poczatkowe opisane
jest rownaniem

df
E - g(t)f)) f(to) - fo’

W zagadnieniu poczatkowym moze

wystepowac wiecej zmiennych

df
a:g(t,f), f(tO):fO'



Metoda Eulera




Metoda Eulera

/1

rozwi
120 -

\ dN

gzanie analityczne: N(t) = NO exp((-t) / tau) U =

dt T

https://www.geogebra.org/classic/sb2fjudh



https://www.geogebra.org/classic/sb2fjudh

dN, N,

rozwigzanie analityczne: N(t) = NO exp((-t) / tau) u __

dt T

https://www.geogebra.org/classic/spkxdnwf



https://www.geogebra.org/classic/spkxdnwf

Metoda Heuna

f(t+h)

R

f(t)+=(k +k,)

k, = hg(t,f)

k, =h

g(t+h,f+k)




Metoda punktu posredniego

N dN

1201 rozwigzanie analityczne: N(t) = NO exp((-t) / tau)

N

-

U

U



https://www.geogebra.org/classic/ykq4ynag

f(t+h)=~f(t)+k,




Politechnika
Wroctawska

Metody Rungego-Kutty rzedu
drugiego

f(t+h)= f(t)+%(k1 +k,) k= he(e.f (1)

f(t+h)=f(t)+k,

k = hg(t.£(t))

f(t + h) ~ f(t) + 051k1 + Olzkz k, = hg(t+v21h,f(t)+vz1k1)




Politechnika
Wroctawska

Metody Rungego-Kutty rzedu
drugiego

df D O | o
E—g(t,f) f(t+h)=71(t) hdtt > at| o(h*)
f(t+h)=f(t)+hg(t,f(t))+h7%gt+o(h3)

h(og  ogd 3
f(t+h)=1(t)+hg(t.f(t))+5 (@?; d’;jtw(h )

f(t+h) = f(t)+051k1 + .k,



Politechnika
Wroctawska

Metody Rungego-Kutty rzedu
drugiego
k= hg(t,f (t))
ky = h| g(t +vyh, f(£)+vyk,) |

k, = h| g(t+v,h, £ (£)+vy,hg(t£ (2))

We f(t))+0(h2)}

0g 09
k, = h{g(t,f(t)) + Etvmh L o

t

09 09
kz o= hg(t’f(t)) i Etvmhz + E

vuh’g(t,f(t))+0(h*)

t




Politechnika
Wroctawska

Metody Rungego-Kutty rzedu
drugiego

+O(h3)



L)

24 Metody Rungego-Kutty rzedu

drugiego
f(t+h)=f(t)+ (e +a,)hg(t,f(t))+
+0:2v21h2(ag 8 ] O(h3)
ot of
h* 0 09 df 3
f(t+h)=f(t)+hg(t,f(t))+ Z(E Ed_t] +0(h*)
a,+a, = =7 (a, =0
9 1 \ &, Z% | A, =1
oV, = —
A2 (Vo =1 Vi =7




Politechnika
Wroctawska

Metody Rungego-Kutty rzedu
drugiego

)
k, = hg(t +vyh, f(t)+vyk,)

f(t+h) = f(l‘)+0¢1k1 + .k,

=i .
a, +a, = =3 a, =0
_ 1
av, =—
2Y21
2 Vyr =1 kV21:%




B Metody Rungego-Kutty

f(E+h)=f(t)+ak +ak +..+ak

nh n

k1 = hg(t)f(t))
kz = hg(t u V21h’f(t) " V21k1)
K, = hg(t + V31h + V32h;f(t) i V31k1 N V32k2)

3




Politechnika
Wroctawska

Metoda Rungego-Kutty rzedu
czwartego

)
) %

0 %
k1j 0 0 1

( 1

2

1
k, = hg[t+—h,f(t)+ik2j




Politechnika
Wroctawska

Metoda Rungego-Kutty rzedu
czwartego

f(t.+h)+Ch5

f(t+h)+2C(%)5

f(t+h)
f(t+h)

O:f(t+h)—f(t+h)+%Ch5

ch® =22 F(e+h)-F(e+h) | = F(e+h)-F (e +h)




=3 Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga

Liczba obliczonych wartosci funkcji m---nm-n

Maksymalny rzad metody

f(t+h):=f(t)+
f(t+h)=f(t)+

6
Z;‘ it
6
2Bk
i=1
k, := hg[t + hivij,f(t) + ’iv,.jkj)
j=1 j=1




Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga

0 0 1
4
6656 128 3 9
12825 | 4275 32 32
28561 2197 | 1932 7200 | 7296
56430 | 75240 | 21967 | 2197 | 2197
9 1 439 q 3680 845
50 50 216 513 | 4104
2 2 8 ) 3544 | 1859 11
55 55 27 2565 | 4104 | 40




=3 Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga

A 6

e=f(t+h)-f(t+h)=> (e - B )k
i=1

e| <6

e~Ch

e| <5/128




=3 Metody adaptacyjne Rungego-Kutty
ode23 Bogacki-Shampine

Q; :
2 7
11 = | —
9 24
1
2 1 L
3 4 2
4 1 3
3| 2 - 0 °
9 3 4
1 2 1 4
4] 0 - £ - x
8 9 3 9




Podsumowanie (1)

e Rozniczkowanie numeryczne
- Pierwsza pochodna
- Doktadnosc przyblizenia
- Druga pochodna
- Lastosowanie interpolacji wielomianowej

« Catkowanie numeryczne
- Lastosowanie interpolacji wielomianowej
- Wzor Newtona-Cotesa
- Wzor trapezow
- Wzor Simpsona



B Podsumowanie (2.1)

+ Zagadnienie poczatkowe  Z-g(t.f), f(t,)=f,
« Metoda Eulera f..=1,+hg, +0(h*)

f(t+h) = f(t)+0¢1k1 + a,k,

« Metody Rungego-Kutty k= hg(t,f(t))
k, = hg(t +vyh, f(t)+vyk,)




B Podsumowanie (2.2)

e Metody Rungego-Kutty
f(t+h)=f(t)+ak +ak, +...+ a.k,
k, = hg(t,f(t))
k, = hg(t +v,h, f(t)+ v,k
ky = hg(t +vyh+vi,h, f () +vyk, +vyk, )
k = hg(t + h:Zivm.,f(t) + :Z_;vm.k,.j
o Kontrola wielkos¢ btedu



