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Metoda bisekcji

Jesli f jest funkcja ciggta w przedziale [a,b]
i jesli f(a)f(b)<0, to funkcja ta musi miec
zero w (a,b).

f(a)




Metoda bisekcji

Wyznaczamy punkt ¢ = ¥2(a+b) oraz
wartosc funkcji f(c)
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jesli f(a)f(c)<0 to jesli f(b)f(c)<0 to



Metoda bisekcji
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jesli f(a)f(c)<0to b=c



Metoda bisekcji

Kryteria zakonczenia:

« przekroczenie maksymalnej liczby krokow,
e zadowalajaco maty btad,

« zadowalajgco mata wartosc funkcji.










Zbieznosc

W wielu przypadkach program komputerowy
generuje ciag przyblizen rozwigzania.
Zbieznosc okresla jak szybko uzyskamy
dostatecznie dobre przyblizenie.
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Xy = <1 + E) x1 = 2,000000
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x5 = 0,991803278
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Rzad zbieznosci
Niech {x,} bedzie ciggiem zbieznym do x*.

Zbieznosc jest co najmniej liniowa, jesli istnieja stata ¢ < 1
i liczba catkowita N takie, ze

[Xn+1 = x7[ < clxp —x*| (n = N)

Zbieznosc jest co najmniej nadliniowa, jesli istnieje ciag
zbiezny do 0 {&,, } i liczba catkowita N takie, ze

|xn+1 —X*| = gnlxn _x*l (Tl = N)




Rzad zbieznosci

Niech {x,} bedzie ciggiem zbieznym do x*.

Zbieznosc jest co najmniej kwadratowa, jesli istnieja stata
dodatnia C i liczba catkowita N takie, ze

41— x| < Clx, —x*|? (n = N)

Zbieznosc jest co najmniej rzedu a, jesli istniejg stata
dodatnia C, stata a>1 i liczba catkowita N takie, ze

[Xn+1 = x7[ < Clxy = x7|% (n = N)



NotacjaOio

Niech {x,}i {a,} beda dwoma roznymi ciggami.

xn = 0(ay)

jesli istnieja takie state C i n,, ze |x,| < Cla,| dla kazdego
n= Ng.

xn = o(ay)

jesli lim (x—") = 0. Istnieje ciagg liczb nieujemnych

n—oo \&n

zbiezny do 0 taki, ze |x,| < &,|a,,].




NotacjaOio

Jesli x,, » 0,a,, » 0oraz x,, = O(a,,) to ciag {x,} dazy do 0
co najmniej tak szybko jak {a.,,}.

Jesli x,, » 0,a,, » 0 oraz x,, = o(a,) to ciag {x,} dazy do 0
szybciej niz {a,,}.

n+1 1 5 1
—=0|= —+e "=0|-
n n n n




NotacjaOio

Notacji tej uzywa sie nie tylko dla ciggow.
3

X
sin x =x—€+0(x5) (x - 0)

Istniejg otoczenie punktu 0 i stata C takie, ze w tym

otoczeniu ;

. X
smx—x+—

f(x) =0(g(x)) (x - o).

< Clx5|.

Istniejg takie state ri C, ze |f(x)| < C|g(x)| dla kazdego

X 2T.
Va2 +1=0(x) (x > )



NotacjaOio
f() =0(g(®) (x - x7)

jesli istniejq takie state C i otoczenie punktu x* takie,
Zze w tym otoczeniu

[F)] < Clgx)].

Podobnie

f(x)=o0(g() (x> x*)

MAMNRRE A
jesli xll_)rg’cl* (ﬁ>_0.




Uktad rownan liniowych

a.x,+a,x,+--+a x =Db,

1n“"n

a,X,+a,x, +---+a, X =Db,

2n“"n

11 12 1n X1 b1
aZ1 22 2n XZ ol b2
_an1 anZ ann_ _Xn_ _bn_

AX



Mnozenie macierzy

e macierz A (rozmiaru n x p)
e macierz B (rozmiaru p x m)
e wynik mnozenia AB (macierz rozmiaru n x m)




Rownowaznosc¢ uktadow
rownan

Politechnika
Wroctawska

Niech beda dwa uktady n rownan z n niewiadomymi:
Ax = b, Bx =d.

Takie uktady rownan sa rownowazne, jesli maja identyczne
rozwigazania.

Chcac rozwigzac uktad rownan mozemy przeksztatci¢ go do
rownowaznego prostszego uktadu.




Operacje elementarne

1. Przestawianie rownan (E; <> E))

2. Mnozenie rownania stronami przez pewng liczbe
rozng od zera (lE; <> E;)

3. Dodawanie stronami do rownania wielokrotnosci
innego rownania (E; + [E; <> E;)
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Operacje elementarne

Przedstawianie rownan
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Operacje elementarne

Mnozenie rownania przez skalar
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Operacje elementarne
Dodawanie rownania z mnoznikiem

1 O O a11 a12 a13 a11 a12 a13
0 1 0la, a, a;|= ay, ax, dy;
_O A 1_ a,, a, 0| |Aa,+a;, Aa,+a;, Aa,;+a; |
1 0 O] _b1_ i b, 1
0 1 0}|b,|= b,
0 4 1]/b,| |4b,+Db;




OdwrotnosS¢ macierzy

AX
A'Ax=ATDb
Xx=A"'b

1
oy




Uktady tatwe do rozwigzania

Zatozmy, ze macierz jest przekatniowa

a, o - 0 X, b1 _b1/a11_
0 ay, - = |[X%|_|b - b,/a,
I T : :

0 - 0 a,l|lx] [b, b,/a,,.

Jesli dla pewnego i jest a; = 0 oraz b, = 0, to x,
moze byc dowolne, natomiast jesli a;; = 0 oraz b, =
0 to uktad jest sprzeczny.




Uktady tatwe do rozwigzania

Zatozmy, ze macierz jest trojkatna dolna. Ponadto
zatozmy, ze a; = 0 dla wszystkich i.

a, 0 - 01[x] [h
a, a,, : D X | | by
(N 0 E

_an1 an,n—1 ann_ _Xn_ _bn_

odstawianie w przod
X1 < b1/a11 p p

Xz(_(bz_az1x1)/azz X <—(b ZCIU J]/,

X3 < (b3 — 05X, — 434X, )/033




Uktady tatwe do rozwigzania

Zatozmy, ze macierz jest trojkatna gorna oraz
a.. = 0 dla wszystkich 1.

a, 4, - a, X, b1
0 a, . : |lx ] b,
. . | a, 1,

0 0 a, |[x,|] [b,

podstawianie wstecz

n
x, < b,/a, X, < (b,. il Z a,.jxjj/aﬁ

Jj=i+1
X < (bn—1 i an—1,nxn,n )/an—1,n—1

n—1



- Uktady tatwe do rozwigzania

W podobny sposob mozna rozwiazywac uktady
rownan, ktorych macierz powstaje z macierzy
trojkatnej przez przestawienie wierszy.

a,, a; 0 A4 b1
ay Gy Gyl X, |=|b,

| A, 0 0 L X3 ] _b3_ :

@, 0 01x] [b permutacja (3,1,2)
a, a, 0| x,|=]|Db

Gy Gy Gy || X3 _b2_




Rozktad LU

Zatozmy, ze macierz A mozna wyrazic jako iloczyn
macierzy trojkatnej dolnej L i gornej U

A=LU.

Wtedy rozwiagzywanie uktadu rownan Ax = b
mozna wykonac w dwoch etapach, bo L(Ux) = b.

e Lz = b rozwigzujemy wzgledem z,

e Ux = z rozwigzujemy wzgledem x.

Nie kazda macierz ma rozktad LU.




a11

aZ1

a

n1

a12

aZZ

a

n,n—1

a

n-1,n

a

nn

Jezeli rozktad LU istnieje, to nie jest okreslony
jednoznacznie.




B Rozktad LU - algorytm
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B Rozktad LU - algorytm

Zatozmy, ze znamy k-1 wierszy macierzy U
oraz k-1 kolumn macierzy L.
min(i, j)

Dla i=j=k mamy RS L u,

s=1
k—
Z ks sk lkk ukk )
s=1

ustaliwszy jeden z elementow [, lub u,, obliczamy
drugi.




B Rozktad LU - algorytm

Znajac (,, oraz u,, obliczamy pozostate elementy
k-tego wiersza macierzy U oraz k-tej kolumny

macierzy L.

a; =D Lu, = Lu, +LJu.| (k<j<n+1)
s=1 s=1
k k-1
a, = Zlisusk — lisusk T lik |ukk (k <I=n-+ 1)
s=1 s=1
min(i, j)
au - liSuS]



Rozktad LU

e rozktad Doolittle’a

e rozktad Crouta
u;=1dlat1<isn

e rozktad Cholesky’ego (dla macierzy rzeczywistej,
symetrycznej, i dodatniookreslonej)

U=LT,czyi A=LLT
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Eliminacja Gaussa
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Eliminacja Gaussa
Znaczenie elementow gtownych

e e
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Eliminacja Gaussa
Znaczenie elementow gtownych

e 1][ x, |1
1 1) x,| |2
1 1%, [2]
| el




Politechnika
Wroctawska

Eliminacja Gaussa
Wybor elementow gtownych

Ax=Db PAx = Pb
PA =LU
Lz =Pb Ux =z

e P - macierz permutacji (P powstaje z | poprzez
przestawianie wierszy)

(P)ij 0 5p,-j
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