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 Wielomian interpolujacy

o Wzor interpolacyjny Newtona

« Wzor interpolacyjny Lagrange’a

o llorazy roznicowe

e Interpolacja Hermite’a

e Interpolacja funkcjami sklejanymi
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e D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna




Wielomian interpolujacy

Zadanie. Znalez¢ wielomian p mozliwie najnizszego
stopnia taki, ze dla danych n + 1 punktow (x;, v;)
jest p(x;) =v; (0 <i<n).

Twierdzenie. Jesli liczby x,, X4, ..., X, S parami
rozne to istnieje doktadnie jeden wielomian p e I1_
taki, ze p(x;) =y; (0 < i < n).
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Wielomian interpolujacy
Dowdd - jednoznacznosc

Zatozmy, ze istnieja dwa wielomiany klasy IT, interpolujace
wartosci y; w weztach x;: p,(x) oraz g,(x).

Rozwazmy wielomian p,(x) - g,(x), ktory takze nalezy do
klasy IT,..

Wielomiany nalezace do IT, moga znikac w co najwyzej
n punktach, o ile nie znikaja tozsamosciowo.
Wielomian p,(x) - g,(x) znika w n+1 punktach x; dla

(0 < i < n), zatem p,(x)=g,(x).
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Wielomian interpolujacy
Dowdd - isthienie

Istnienie - dla n = 0 wielomian staty py(x) =V,
spetnia jedyny warunek interpolacyjny py(X;) = Vo.

Zatozmy, ze dla pewnego k istnieje wielomian p,_,
klasy I1,_, taki, ze p,_{(x;) = y; dla (0 < i < k-1).

Wielomian p,(x) mozemy zapisac jako
P (X) =Py (X)+C (X=X ) (X = X,)-- (X — X, )
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Wielomian interpolujacy
Dowdd - istnienie
Wielomian p,(x) mozemy zapisac jako

P (X) =Py (X)+c (X=X ) (X = X,)-- (X =X, ,)-

Stopien tego wielomianu nie przewyzsza k.

Wielomian ten spetnia warunki interpolacyjne
(0 < i < k-1). Pozostaje wyznaczyc c, tak, zeby

Pr(Xy) = Vi
P« (Xk) = Px-1 (Xk) + €y (Xk B XO)(Xk B X1)"‘(Xk - Xk—1) =Yy
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Wielomian interpolujacy
Dowdd - istnienie
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Wzor interpolacyjny Newtona
Przyktad
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Wzor interpolacyjny Newtona
Przyktad
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Wzor interpolacyjny Newtona
Przyktad

py(x) = Py (x)+ 6, (x 1)
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Wzor interpolacyjny Newtona
Przyktad

= p,(x)+¢c,(x—1)(x-5)

p,(X)
(«1m pz(x):p1(x)—§(x—1)(x—5)_

1 () =1-1-114-(x-1)
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Wzor interpolacyjny Newtona
Przyktad

p2(x)-=1-1/4(x—1)—3/8(x—1)(x—5) f-

1-1/4(x-1)-3/8(x-1)(\-5)+1/32(x-1)(x-5)(x-3) /
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Wzor interpolacyjny Newtona

Przyktad

Aplet programu geogebra

2_ \
p20) = 1-1/4(x-1)-3/8 (x- 1)1

)] (3,2) p3(x):Pz(x)+C3(X—1)(x—5)(x_3)

X - 9) [

X

1 5 3 9

1 0 2 -7

1-1/4(x-‘|)-3/8(x-1)(\-5)+1/32(x-1)(x-5)(x-3) -

\ .
\ (9, -7)
. Y,


https://www.geogebra.org/classic/dfwdy6by
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Wzor interpolacyjny
Lagrange’a
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Wzor interpolacyjny
Lagrange’a
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Wzor interpolacyjny
Lagrange’a
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Wzor interpolacyjny
Lagrange’a

(3, 2)
2 ()
@ _+?
(G ) I N N R L
. — | . @—=-===-"I . .
—2_--7"70 2 4 6 8 10 12 14 16
s (5,/0)
—1lz=5 -3
l3(7,) 1 x '7: 'L
2 9—1 9—-5 9-—-3
—4
—061
(9, -7)
(O
1 5 9
1 0 -7




J
Politechnika
Wroctawska

Wzor interpolacyjny

Lagrange’a
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Wl Wzor interpolacyjny
Lagrange’a
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Wzor interpolacyjny
Lagrange’a
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Wzor interpolacyjny
Lagrange’a

Aplet programu geogebra
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https://www.geogebra.org/classic/zuhbtzzu

Ul Wz6r interpolacyjny
Lagrange’a




lloraz roznicowy

Wielomian p(x) klasy I, spetniajacy dla danej
funkcji f warunki interpolacyjne
p(x;)=1(x;)

mozna wyraziC za pomocg wzoru Newtona:
n k—1

p(x)= gckg(x - X;)

Wspotczynniki ¢, zaleza tylko od weztow

Xo, X1, -, X, 1 Wartosci funkcji w tych weztach.
C = f| Xor Xy s X, |

Jest to iloraz roznicowy rzedu k.



lloraz roznicowy

o iloraz roznicowy rzedu zerowego

flx0]=F(x)

o iloraz roznicowy rzedu pierwszego




lloraz roznicowy

o ilorazy roznicowe spetniajg zaleznosc

f[XO,X1,...,xk] = f[X“XZ"“’Xk; __fX[XO,X1,...,xk1]
k7o

f[XO)X1] f[X07X17X2] f[XO)X1 )XZ)X3]
f[X1,X2] f[X1,X2,X3]

flxa, %3]




L)

=4 Wzor interpolacyjny Newtona

lloraz réznicowy
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Interpolacja wielomianowa
Wazne zagadnienia

« Doktadnosc interpolacji
o Wybor weztow interpolacji
o Zbieznosc wielomianow interpolacyjnych
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Interpolacja Hermite’a
Uogolnienie interpolacji Newtona

Interpolacja Hermite’a, czyli interpolacja

z weztami wielokrotnymi. Szukamy wielomianu,
ktory w weztach ma dane nie tylko wartosci,
ale i pochodne.
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Interpolacja Hermite’a
Przyktad

Szukamy wielomianu p klasy I, takiego, ze

* P(Xo) = Coos P’ (Xg) = Co1> P(X4) = Co-
o Tablica ilorazow roznicowych ma wtedy postac:

f(x)~f(%)

tim f [x,x] = fim 20— S = 1)

P(x)=f(Xo)+f| XorXo [(X =X )+ f| X5 X, X%, |(X =X, )

2




U Interpolacja Hermite’a
Przyktad 2

p(1)=2, p'(1)=3, p(2)=6, p'(2)=7, p"(2)=8

p(x)=2+3(x=1)+(x=1) +2(x=1)"(x=2)-1(x-1)"(x-2)’




Interpolujace funkcje sklejane

Zadanie. Mamy n+1 weztow t,, t,, ..., t, takich, ze
t, < t; < .. < t,iznamy wartosci w tych weztach.
Szukamy funkcji S, ktora:
« W kazdym z przedziatow [¢;,t..;) (O<i<n-1)
jest wielomianem klasy I1,.
e Ma ciagta (k-1)-sza pochodng w przedziale
[tO’ tn]'
e Funkcje S nazywamy funkcja sklejang stopnia k.
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia O
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 1
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

12

(3, 10)
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

4(x—2)+9(x—2)2—3(x/2)3

S2
(=) (3, 10)
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

Szukamy takiej funkcji S, ktora:
« w danych weztach t; (dlai=0, 1, ..., n)
e ma dane wartosci y;,

« w kazdym z przedziatow [t;, t;.,) jest
wielomianem $; (dlai =0, 1, ..., n - 1) klasy II;.

Wszystkie wielomiany maja tacznie 4n
wspotczynnikow
S,(X) = G,-X3+b,-X2+C,-X+d,-
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

Wszystkie wielomiany maja tacznie 4n wspotczynnikow.

Warunki na wspotczynniki wynikaja z:
e nwarunkow S.(t.)=v. (i =0, ..., n-1)
e n warunkow S.(t+1) =y, (i=0, ..., n-1)

 ciagtosc pochodnej S’ daje jeden warunek
S’.(t) =S":(t) (i =1, ..., n-1) w kazdym wezle
wewnetrznym (tacznie n-1)

« ciagtosc drugiej pochodnej S’’ daje n-1 warunkow.

W sumie mamy 4n-2 rownan.




i Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

. S,(x) ax3+ bx?+ cx +d
= 3a;x* + 2b.x + ¢;

« funkcja S;’’(x) jest liniowa
« wykorzystujac pomocnicze wielkosci z; = S’’.(t))
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

. z z
$".(x)= I’7+1 (x—t;) +ﬁ(ti+1 — X)

i i

I+1

i i+1 i
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

S, (x) = Ziff (x—t,) + 62;1 (t.,—x) +C(x—t,)+D(t,, - x)

i

State catkowania C i D mozna wyznaczycC z warunkow

Si (ti) =% Si (ti+1) = VYin
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

Aby wyznaczyc wielkosci z; korzystamy z warunkow
§ia(ty) = 8°4(t) (1 =1, ..., n-1)
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

S'(x)= = (x _ti)z -5 (t:.1 _X)z i

3 . 6 i+1 ’ ’
S’ (t1+1) %Ziﬂ +%Zi _Z’ +y;7+1
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

hi—1Zi—1 T 2(hi—1 + hi)zi + hiZi+1 = %(yin _yi) . h§1 (yi _yi—1)
u, h, imzemime 1<i<n-1
h u, h, Z, V2
S = z,=0, z =0
h., u,, h,|Zz., n-2
i h,, n1 ]l Zn1] LV
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejana stopnia 3

Ai T 6h,. (Zi+1 o Zz)
B =%
2
h. 1
CI T _Z’(Ziﬂ +22i)+_(y1+1 _yl)




Podsumowanie (1)

e Wielomian interpolujacy
- jednoznacznosc
- istnienie
o Wzor interpolacyjny Newtona
- przyktad konstrukcji
« Wzor interpolacyjny Lagrange’a
- przyktad konstrukcji
- wzor ogolny




Podsumowanie (2)

e llorazy roznicowe

- wzor ogolny interpolacji Newtona
 Interpolacja Hermite’a

- uogolnienie interpolacji Newtona

e Interpolacja funkcjami sklejanymi
- wyznaczanie wspotczynnikow wielomianow



